
240

lieber die Anziehung einer mit Masse belegten ab-
wickelbaren Fl che auf einen materiellen Punkt.

(Von Herrn Mehler zu Fraustadt.)

Wenn ein materieller Punkt von jedem Elemente einer krummen
Oberfl che proportional einer Potenz der Entfernung und proportional der auf
dem Elemente vertheilten Masse angezogen wird, so lassen sich die Com-
ponenten der Gesammtanziehung, welche er erfahrt, bekanntlich als die
partiellen Differentialquotienten ein und desselben Doppelintegrales darstellen.
In diesem Doppelintegrale ist keine der beiden Integrationen ausf hrbar, so
lange ber die Natur der Fl che und die Art der Massfcnvertheilung nicht
besondere, einfache Voraussetzungen gelten. Der Zweck der folgenden Zeilen
ist, auf einen Fall aufmerksam zu machen, in welchem die Aufgabe f r eine
beliebige abwickelbare Fl che sich auf Quadraturen zur ckf hren l fst, und
die einfachen Resultate herzuleiten, welche daraus f r Kegelfl chen und ins-
besondere f r den geraden Kegel sich ergeben.

Die rechtwinkligen Coordinaten £, η, ζ eines Punktes der Wendungs-
curve der abwickelbaren Fl che seien als Funclionen einer Ver nderlichen a
gegeben verm ge der Gleichungen:

(1.) ξ=φα, η = ψα, ζ=ζχα,
und unter a m ge der Einfachheit wegen der Bogen der Curve, von einem
festen Punkte aus gerechnet, verstanden werden. Alsdann sind φ'α, ψ'α, χ'α
die Cosinus der Winkel, welche die Tangente im Punkte (£,^£), nach der
Seite hin gezogen, nach welcher der Bogen w chst, mit den Coordinaten-
axen bildet, und man hat die Bedingungsgleichung:

(2.) (φ'«)2 + (ν'«)2 + (/«)2 = l,
und daher auch die folgende:

(2'.) φ'αφ''α + ιΐ/αψ'α + tfatf'a = 0.
Tr gt man auf irgend einer Tangente vom Ber hrungspunkte aus eine Strecke
u ab, so werden die Coordinaten x, y, % des Endpunktes, der stets ein
Punkt der abwickelbaren Fl che ist, als Functionen von α und ti bestimmt
durch die Gleichungen:

(3,) a? = φα -f u φ'α, y = φα -f iiy/a, %
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Läfst man hierin a den ganzen Bogen der Wendungscurve durchlaufen und u
alle möglichen positiven Werthe annehmen, so erhält man nur die Punkte
auf dem einen von den beiden Theilen, in welche die abwickelbare Fläche
durch die Wendungscurve getheilt wird. Will man auch den anderen Theil
der Fläche erschöpfen, so muls man die Strecke u auch auf den Richtungen
der Tangenten abtragen, welche mit den Axen Winkel bilden, deren Cosinus
respective = — ' , — 'a, — 1 sind; oder man mufs in (3.) der Gröfse
u auch alle Werthe von 0 bis — oo ertheilen.

Die abwickelbare Fläche sei so mit Masse belegt, dafs die Dichtigkeit
k für verschiedene Punkte auf derselben Tangente der Entfernung vom Be-
rührungspunkte umgekehrt proportional istv, während sie von Tangente zu
Tangente sich noch stetig ändern kann. Dieses Gesetz, das die Dichtigkeit
befolgen soll, kann dargestellt werden durch die Formel:

(4.) k =

worin fa eine beliebige Function von a und ±u den absoluten Werth der
Entfernung bezeichnet. Die Kraft, mit welcher die Masseneinheit einen

materiellen Punkt in der Entfernung r anzieht, sei == — · Es soll die An-

ziehung eines Theiles der Fläche berechnet werden, der zwischen zwei, zu
den Bogen a() und aL gehörigen Tangenten enthalten ist.

Es seien a, b, c die Coordinaten des angezogenen Punktes, A, B, C
die Componenten der Anziehung, dw das Oberflächenelement für den Punkt
(x,y,*)i ^ die Entfernung der Punkte (a,b,e) und (x, > %\ so dafs:

(5.) r2 = (e-a?
dann hat man für A den Ausdruck:

(6.) A = ---
und ganz ähnliche für B und C. Setzt man:

7 m _ *i'-j * — j
so wird:

0 \ _ n 9T n _
10. J ÄL = -g - , O == -7 -« ix == -̂  - .^ J da ' db ' de '

und die Aufgabe besteht jetzt in der Bestimmung des Integrales T. Für das
Oberflächenelement ergiebt sich durch geometrische Betrachtungen oder mit
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242 Mehler, ber eine Aufgabe der Anziehung f r abwickelbare Fl chen.

H lfe der bekannten Formel:
da) =

3#ν \ f f y \ * , fdz\*-]r/djc\* , / yV , /fl«Vl f jr jr , r <9r , θ* *
gsr) -Κέ; -K J KgJ -Κθΰ +( J Hss 3ϊ + έ^+έ^ a^

sehr leicht der Ausdruck:

dco = Hh ti ]/(φ"α)2 -j~ (ι^"α)2 -j~ (#"#)2 rfa du,

welcher durch Einf hrung des Kr mmungshalbmessers ρ der Wendungscurve
die Form annimmt:

Daher wird:

, +udaduda> = -=

(9.) kdw = -

und folglich:
(10.) T = -i- fa'f^«
^ J p—i J ρ

Aus (5.) und (3.) folgt: *°
r2 = (α — φα ~ w φ'«)2-f (A — t//a — n i/;'cc)2-f (

Setzt man daher:

so dafs / den Leitstrahl von einem Punkte (φα,φ&,χά) der Wendungscurve
nach (α,ί, <?), und m die Projection desselben auf die zugeh rige Tangente
bedeutet, so wird:

r2 == l2 — 2mn -j- u2 = /2 — m2 4- (w — w)2,

/

QO J
r durch Z7 bezeichnet wird:γΙ> — l

—00

£7 = /" rftty^ r f 2 ̂
Durch die Substitution:

W =P l

folgt hieraus:

Man sieht jetzt beiUu g, dafs /»>·2 sein mufs, damit U und folglich T nicht
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unendlich werde. Setzt man v — w*, so erhält man:

f -t)

also ist:
-oo , -ij-— l) . Pj / du V 2 / , , i — 5·V oder / — = - -.- — (l2 — m2) 2 .

•̂  rP r-^P — ̂~~

Durch Einführung dieses Werthes in (10.) erhält man, unter Berücksichtigung,
dafs :

für T den Ausdruck:

> 9
.(!»-«»)-*

und wenn man diese Gleichung partiell nach a, b, c differentiirt und bemerkt,
dafs nach (11.):

(m8)~3jr = 9mgfat u. s.w.,

so ergeben sich für die Attractionscomponenten die Formeln:

(13.)

A = -

B = —

C =

°—ya—m<jpr«
P i

ßi rf« /« Ä — \pa — '
T * p '

(i1-
Die Gröfsen unter den Integralzeichen haben eine einfache Bedeutung,

welche eine geometrische Interpretation der gewonnenen Formeln gestattet.
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Es ist n mlich (/2~~ m1}* die L nge des Lothes, das man von (a,b,c) auf
die Tangente der Wendungscurve im Punkte (φα, ψα, χα) f llt; es sind
ferner φα~\-ηιφ'α, ya-\-my'a, χα-^ϊηχ'α die Coordinaten des Fufspunktes
dieses Lothes, und folglich a — φα — ηιφ'α, h — ifja — mty'a, c — χα — ηιχ'α
die Projectionen desselben auf die Coordinatenaxen. Bezeichnet man daher
die L nge des Lothes mit n und durch λ, μ, ν die Winkel, welche es mit

den Axen bildet, und schreibt P statt des numerischen Factors -p — ,

so wird :
A =

. s. w.
Also kann die Anziehung der abwickelbaren Fl che ersetzt werden durch
die Anziehung der Fufspunktencurve ihrer Wendungscurve f r den ange-
zogenen Punkt als Pol, vorausgesetzt dafs jedes da entsprechende Bogen-

D » _/»

element der Fufspunktencurve die Masse — ̂ CL erh lt und den materiellen

Punkt umgekehrt proportional, nicht der /?ten, sondern der (p — l)ten Potenz
der Entfernung anzieht.

Auch die Art der Massenvertheilung auf der anziehenden Curve l fst
eine einfache geometrische Deutung zu. Tr gt man n mlich auf den Tan-
genten der Wendungscurve von den Ber hrungspunkten aus St cke von der
constanten L nge P ab, so dafs die Endpunkte eine neue Curve auf der ab-
wickelbaren Fl che bestimmen, so enth lt der Streifen der Oberfl che, welcher
von zwei unendlich nahen Tangenten und den zugeh rigen Bogenelementen
der Wendungs- und der eben construirten Curve begrenzt wird, stets gerade
diejenige Masse, welche dem zwischen den beiden n mlichen Tangenten ge-
legenen Bogenelemente der Fufspunktencurve mitzutheilen ist. Denn verm ge
(9.) ist die Masse jenes Streifens

dafa fP, Pdafa= — l— / du == - '—.
Q J Q

Ist p < 2, so haben die angestellten Rechnungen keine G ltigkeit mehr.
Behandelt man aber in diesem Falle unmittelbar die Attractionscomponenten
auf dieselbe Weise, wie dies mit T geschah, so findet man ohne Muhe, dafs
sie noch durch die Formeln (13.) ausgedr ckt werden, wenn p zwischen 2
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und l liegt, dafs sie dagegen unbestimmt oder unendlich grofs werden, wenn
/><! ist.

Für /? — 2, d. h. für den Fall des Newionschen Attractionsgesetzes,
lehrt die Gleichung (12.), dafs das Potential der abwickelbaren Fläche un-
endlich grofs ist; für die Componente A aber ergiebt sich aus (13.) der
endliche Werth:

M _ ~ /'airfa/a u — — mcp'a
* ~ ~V ~ J*~^ '

«0 *

und ähnliche für B und C. Man sieht, dafs die Attractionscomponenten hier
die nach a, b, c genommenen partiellen Differentialquotienten des Integrales

sind, und man überzeugt sich leicht, dafs T' aus T hervorgeht, wenn man
von T die Constante

/·.,*.£,
<-±i) i *2

subtrahirt und alsdann erst p = 2 setzt.
Um die für jede abwickelbare Fläche gültigeil Formeln (13.) auf

Kegelflächen, für welche die Wendungscurve sich auf einen Punkt reducirt,
anwenden zu können, setze man zunächst:

_ a „. a v a= € —, = € —, = * —,

also:
'«= ^, ^«r^, ya^x'f,

und darauf:
± = ß, 6 = 0.

Alsdann gehen die Gleichungen (3.) über in:
(14.) x = u<P'ß, y = uW'ß, z = vX'ß

und stellen eine beliebige Kegelfläche dar, deren Mittelpunkt im Anfangspunkte
liegt; es wird:

' w -i- ( v &
(16.) /2 =
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246 M eh t er; über eine Aufgabe der Anziehung für abwickelbare Flächen.

und die Gleichungen (13.) geben für die Componenten der Anziehung, welche
ein zwischen zwei beliebigen Seitenlinien enthaltenes Stück der Kegelfläche
ausübt :

(17.) A = ^ ^) h dßFß a-mWß *

U. S. W.

Die Gröfse /, welche jetzt die Entfernung des angezogenen Punktes vom
Anfangspunkte bedeutet, ist von unabhängig, und es sind / und m homogene
Functionen des ersten Grades von a, b und c. Setzt man demnach:

a = /cos , b = /sin cos , c = /sin sin ,
so nehmen die Ausdrücke für die Attractionscomponenlen die Form an:

A = — B = — C= N

worin />, M, JV nur von und abhängen, also für Punkte auf derselben
durch den Ursprung gehenden Geraden constant sind. Daher gilt der Satz:

Die Anziehung der Kegelfläche auf verschiedene Punkte desselben vom
Ursprung ausgehenden Radiusvectors ist für alle gleich gerichtet und der
(p — l)len Potenz des Abstandes vom Mittelpunkte umgekehrt proportional.

Gilt das Newtonsche Anziehungsgesetz, so erhält die nach dem Mittel-
punkt gerichtete Componente Q vermöge (17.) den Werth:

Diese Componenle ist also constant für alle gleich weit vom Mittel-
punkt entfernte Punkte, und für Punkte, die ungleichen Abstand haben, diesem
Abstände umgekehrt proportional.

Wir betrachten noch besonders den sehr einfachen Fall, dafs der
Kegel ein Umdrehungskegel, dafs die Dichtigkeit für alle Seitenlinien in
gleichem Abstand vom Mittelpunkte auch gleich grofs, und zwar im Abstand l
gleich l ist, und dafs die Anziehung nach dem Netvfonschen Gesetze erfolgt.

Die X-Axe sei die Rotationsaxe des Kegels, e der constante Winkel
derselben mit den Seitenlinien und der Winkel, den die Projection einer
Seitenlinie auf die Ebene der FZ mit der Axe der bildet. Dann wird:

' = cos , ' — sin € cos ß, X'ß — sin sin ß,
i
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und für m erhält man aus (16.), wenn:
(19.) rt = /cosA, ft = /sinÄcos/^ £? = /sin

und:
(20.) cos cos s -f" sin sin cos (/? — ) = cos#

gesetzt wi rd :
(21.) m = lcos&.

Durch Einführung dieser Werthe ergiebt sich aus (17.):
— cos f cos - JQrnck 2sin* /*2/rcosÄ — cos f co

(22.) J = -- J - / - ~. - z-£v J l J l — cosz#(j
Dieser Ausdruck läfst sich darstellen in der Form :

*71 cos* — cosA* sin« ( /'27rcoj = = — r ty 1 + * - t -cos*0 ' 0

Substituirt man hierin für cos# seinen Werth aus (20.) und setzt — =2 ,
so erhält man nach einigen Umformungen :

A -

also ist:
A =

Jeder der beiden Kreisbogen, deren Differenz in der Parenthese steht, erhält
den Werth -\-fyi oder —\n, je nachdem sein, in jedem Falle unendlich
grofses Argument positiv oder negativ ist. Nun kann man alle möglichen
Lagen des angezogenen Punktes erschöpfen, wenn man von 0 bis 2n>

von 0 bis \n und / von — bis oc variiren läfst, und zwar wird der Punkt
aufserhalb oder innerhalb des Kegels liegen, je nachdem man zwischen f
und \n oder zwischen 0 und wählt. Demnach ist statt des ersten Kreis-
bogens offenbar stets % , statt des zweiten dagegen \n für einen äufseren
und —\n für einen inneren Punkt zu setzen. Also hat man für einen
ävfsergn Punkt:

' (23.) A = 0,
und für einen inneren Punkt:

(23'.) A = -

Um auch die beiden anderen Componenten der Anziehung zu berechnen, be-
nutzt man am einfachsten die Gleichungen:

| Aa -j- Bb -f Cc = — 4 sin 6,

32*
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248 M ekler > über eine Aufgabe der Anziehung für abwickelbare Flächen.

von denen die erste aus (18.), die zweite aber daraus folgt, dafs die Rich-
tung der Resultante die Axe des Kegels schneiden mufs. Mit Hülfe derselben
erhält man für einen aufserhalb gelegenen Punkt:

1 = 0,
D ,, . b 4 sine cos(25.) = -47isin*

C = —47isinc 4 sine sin

Die Anziehung ist also senkrecht nach der Axe hin gerichtet, und ihre In-
tensität der Entfernung des angezogenen Punktes von der Axe umgekehrt
proportional.

Für einen im Innern des Kegels befindlichen Punkt gelten dagegen
die Formeln:

(25'.) 1(1+a) ~ l

/(/+a) — l
Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs die mit der Axe des Kegels parallele
Componente nach der Seite hin gerichtet ist, auf welcher der Mittelpunkt des
Kegels sich befindet. Die nach dem Mittelpunkt hin gerichtete Componente

4-Ti sin £hat nach (18.) den Werth —-t—, ist also gleich grofs mit der parallel zur
Axe gerichteten. Bemerkt man noch, dafs die Ebene dieser beiden Com-
ponenten auch die Resultante enthält, so gelangt man zu der folgenden ein-
fachen Construction der Resultante für einen innern Punkt:

Man ziehe von dem angezogenen Punkte eine Gerade nach dem Mittel-
punkte und eine andere parallel zur Axe, trage auf, ihnen gleiche Strecken
ab von der Länge ** | * un(j construire mit denselben einen Rhombus: als-
dann wird die Resultante der Gröfse und Richtung nach dargestellt durch die
Diagonale dieses Rhombus.

Die Richtung der Resultante halbirt folglich den spitzen Winkel, wel-
chen der Radiusvector nach dem Mittelpunkte und die Parallele zur Axe mit
einander bilden.

Fraustadt, im April 1860.
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